Journal of Mathematics and Informatics vol. 3-2, April- 2023

XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL TENGLAMALARNI KANONIK
KO‘RINISHGA KELTIRISH VA TIPINI ANIQLASHNING BAZI BIR
USULLARI
Xolmanova Klara Yangiboy qizi
O’ZMU Jizzax filliali “Amaliy matematika” kafedrasi
o0 'qituvchi-stajyor

xolmanovaklara97@gmail.com

Annotasiya: Kanonik shaklini ta’minlovchi birinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglamaning yechimga ega bo’lish masalasi tenglamaning xarakteristik
tenglamasi deb ataluvchi oddiy differensial tenglamaning umumiy integrali bilan
uzviy bog’ligligi ko’riladi. oddiy differensial tenglamaning umumiy integrali
bo’lishi zarur va yetarlik sharti bajarilishi isboti bilan beriladi. Xususiy hosilali
differensial tenglamalarni 2 xil usul yordamida kanonik ko’rinishga keltirish va
tipini aniqlash kabi masalalarni ko’rib chiqiladi.

Kalit so’zlar: Xususiy hosilali differensial tenglama, kanonik shakli,
giperbolik tipi, parabolik tipi, elliptik tipi.
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Abstract: It is seen that the problem of having a solution of the first-order
differential equation providing the canonical form is inextricably linked with the
general integral of the ordinary differential equation, which is called the
characteristic equation of the equation. is given by proving that the general integral

of the ordinary differential equation is a necessary and sufficient condition. Issues
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such as canonicalization of partial differential equations using 2 different methods
and determining their type are considered.

Key words: differential equation with particular derivative, canonical form,
hyperbolic type, parabolic type, elliptic type.

Barchamizga ma’lumki xususiy hosilali defferensial tenglamalarda bir, ikki
va undan ko’p o’zgaruvchilar bilan berilgan bo’lib bu masalani kanonik ko’rinishga
keltirish usullarining bir nechtasidan foydalanib ikki va uch o’zgaruvchili
differensial tenglamalarni keltirish masalasini ko’rib chigamiz, bunda 2 xil
ko’rinishdagi misollarni qaraylik.

Uyx + BUyyt7Uyy +3Uy — 22Uy +u+x =0
va 2Uyy + 2Uyy — 2Uy, + Uy, + 2U,, =0
Berilgan birinchi misolimizni quyidagicha usul yordamida yechaylik.
Uyx + BUyyt7Uyy +3Uy — 2uy, +u+x =0
Bu misolimiz ikkinchi tartibli ikki o’zgaruvchili xususiy hosilali chizigli tenglama
bo’lib, bu misolni yechishdan avval yechish usuli haqida ma’lumotlar berib o’tamiz.
Bu misolimiz umumiy holda quyidagi ko’rinishda yoziladi:
ay, (X, Y)Uy, + 285, (X, Y)Uy, + a5, (X, Y)U,, +by (X, y)u, +b,(X, Y)u, +c(x, y)u+ f(x,y)=0 (2)
Agar (2) tenglamada erkli o’zgaruvchilarni o’zaro bir qiymatli
S=p(xy),  n=y(xy) 3)
almashtirish bajarsak (2) differensial tenglamaga ekvivalent tenglamani hosil
qilamiz. Ushbu yangi o’zgaruvchilarda (2) tenglamada ishtirok etayotgan xususiy
hosilalarni hisoblaymiz:
u, =Uu;s, +U,7,
u,=u.g, +u,n,
Uy = U &8 +2U,, Ea, +U,, 175 +UE +U, 77,
Uy = Uz, +Uz, (1, + &) +U, 10, + Uzl U, (4)

_ 2 2
uyy - ucfg'ggy + 2u§n§y77y + U,7,777y + us*@gyy + unnw

(4) dagi ifodalarni (2) ga qo’yamiz va bir xil xususiy hosilalarni jamlab, (2) ga

ekvivalent bo’lgan quyidagi xususiy hosilali differensial tenglamaga kelamiz:
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&, (&, +285, (57U, + 85 (), + B (S U, +B, (S )y, +e(Emu+ F(&m=0.  (5)
Bunda koeffisientlardagi funksiyalar (2) tenglama koeffisientlari orgali quyidagicha
ifodalanadi
= a,E2 428, &, + 8,8
=a,,&,7, +a, (fxﬂy + é:ynx) + a22§y77y

2 = alléj + 2a1277x77y + azzﬂj
6
1= allé:xx + 2a125»:><y + achfyy + blé:x + b2§y ( )

gll
a12

o 9

(=2

b = ATy + 285,77, + 35,77, + b7, + bzny
Demak, o’zaro bir qiymatli akslantirishlar natijasida xususiy hosilali chiziqli
differensial tenglama yana chizigli differensial tenglamaga o’tar ekan. (6) dan
ko’rinib turibdiki, agar biror z = ¢(x,y) funksiya

a7, +285,2,2, +a,2; =0 (7)
1-tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning yechimi bo’lsa, u holda (6) da

E=op(x,y) deb olinsa a, =0 bo’ladi. Xuddi shu kabi mulohazalarni &, va a,

koeffisientlar uchun ham aytish mumkin. Demak yangi o’zgaruvchilarni (5)
differensial tenglamaning yuqori tartibli xususiy hosilalaridan ba’zilari nolga teng
bo’ladigan qilib tanlash masalasi (7) birinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamaning yechimini topish bilan uzviy bog’liq ekan. 2-tartibli xususiy hosilali
differensial tenglamaning aralash ikkinchi tartibli xususiy hosilalari gatnashmagan
bu sodda shakli odatda uning kanonik shakli deb yuritiladi.

Kanonik shaklini ta’minlovchi (7) birinchi tartibli xusuiy hosilali differensial
tenglamaning yechimga ega bo’lish masalasi (2) tenglamaning xarakteristik
tenglamasi deb ataluvchi

a,,dy* —2a,,dydx+a,,dx” =0 (8)
oddiy differensial tenglamaning umumiy integrali bilan uzviy bog’liq bo’ladi. Uning
umumiy integrallariga odatda (2) tenglamaning xarakteristik chiziglari deb
yuritiladi. Yuqoridagi tasdigni biz quyidagi lemmada keltiramiz.

Lemma. z=p(x,y) funksiya (7) birinchi tartibli xususiy hosilali
tenglamaning aynan  o’zgarmasdan  farqli  yechimi  bo’lishi  uchun
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o(x,y)=C, C =constning (8) oddiy differensial tenglamaning umumiy integrali
bo’lishi zarur va yetarlidir.

(8) oddiy differensial tenglama quyidagi ikki oddiy differensial tenglamaga

ajraladi:
ﬂ _ a;; — a122 — a3y
dx a, (11)
ﬂ _ a;, + A a122 —a;ay,
dx a;,

(11) dagi ildiz belgisi ostidagi ifodaning garalayotgan nugtadagi giymatiga garab (2)
tenglama quyidagi 3 tipga ajraladi.

Ta’rif. 1) Agar berilgan (x,,y,) nugtada A = a2 (X,, Yo) — au (X, ¥o)az (Xo, Yo) > 0
bo’lsa (2) tenglama bu nuqtada giperbolik tipli deyiladi.
2) Agar berilgan (x,,y,) nugtada A=a2(X,,Y,)—a; (X Yo)an (X Y) =0 bo’lsa (2)
tenglama bu nuqgtada parabolik tipli deyiladi.
3) Agar berilgan (x,,y,) nugtada A =a (X, Yo)—au:(Xe: Yo)azn (X, ¥o) <O bo’lsa (2)
tenglama bu nuqtada elliptik tipli deyiladi.
(2) tenglamaning hamma giperbolik tipli bo’ladigan nugqtalari to’plami shu
tenglamaning giperboliklik to’plami, parabolik tipli nuqtalari to’plami parabolik
sohasi va elliptik tipli bo’ladigan nuqtalari to’plami uning elliptiklik sohasi deyiladi.
Agar (2) tenglama qaralayotgan soha nuqtalarida bir nechta tipga ega bo’lsa, bu
sohada tenglama aralash tipli deyiladi.

Endi (2) tenglama faqat bir tipga ega bo’ladigan biror D to’plamni garaymiz.
(11) ga asosan bu sohaning har bir nugtasidan (2) tenglamaning ikkita xarakteristik
chizig’l o’tadi. Xususan, (2) tenglama D sohada giperbolik tipli bo’lganda ikkala
turli haqgigiy giymatli, parabolik holda ustma-ust tushuvchi hagiqgiy giymatli va
elliptik bo’Iganda esa ikkita qo’shma kompleks qiymatli xarakteristik chiziqlar hosil
bo’ladi. (2) tenglamaning kanonik shaklini topish uchun bu hollarni alohida-alohida

garab chigamiz.
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1) D sohada (2) giperbolik tipli bo’lsin, ya’ni uning barcha nuqtalarida
A=a}, —a,a, >0 tengsizlik o’rinli. Bu holda (11) ning har ikkala tenglamasi haqiqiy
qiymatli

p(x,y)=Cp, w(xy)=C,
umumiy integrallarga ega bo’ladi. Mavzu boshida aytilgan yangi o’zgaruvchilarni
c=p(xy), n=wxy)
kabi tanlaymiz. U holda Lemma va (6) ga asosan a,=3a,,=0,a,=0 bo’lib, yangi
o’zgaruvchilarda (2) tenglama quyidagi ko’rinishni oladi:
u., =F(&nu,u.,,), (12)
bunda

b(&n) ,  BEnm)  cEm) TG
2a,(&m) © 2a,(&m) T 28,(Em) 2a,(Em)

Odatda (12) tengalamaga giperbolik tenglamalarning 1-tur kanonik shakli deyiladi.

F(Emu,u,,u,) = -

Agar unda « = (’g% Vi =‘§%77 almashtirishlarni bajarsak

1
u§17 = Z (uaa - uﬂﬂ)

bo’lib, (12) ga asosan giperboik tenglamalarning 2-tur kanonik shakli
U,, —U, =4F(a, p,u,u,,uy)
hosil bo’ladi.

2) D sohada (2) parabolik tipli bo’lsin, ya’ni uning barcha nuqtalarida
A=a5,-a,a, =0 tenglik o’rinli. Bu holda (11) ning har ikkala tenglamasi bitta
haqiqiy qiymatli

p(x,y)=C
umumiy integralga ega bo’ladi. Bu holda yangi o’zgaruvchilarni
S=p(xy), n=wxy)
kabi tanlaymiz. Bunda w(x,y) orgali ¢(x,y)bilan chizqgli bogl’anmagan ixtiyoriy

funksiya tanlangan. U holda Lemma va (6) ga asosan a,=0,a,=0 va bo’lib,

a, =+/a, /2, bo’lganligi uchun (6) dan
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8, = (Jaué, +ané,)(Jaun, + Jazmn,) =0
ekanligini olamiz. Natijada (5) da a,, bo’lish bilan giperbolik tipli tenglamalarning
kanonik shakli ni hosil gilamiz:
u,, =F (& n,uu.,u).

Bunda

b(&m) B, EEm  fEn
a(&,m) : ay(&,m) ! ay(&,m) a(&,m)

3) D sohada (2) tenglama elliptik tipli bo’lsin, ya’ni uning barcha

F(&7,U,U.,,) =

nuqtalarida A=a’ -a,a,, <0 tengsizlik o’rinli. Bu holda (11) ikkita qo’shma
kompleks umumiy integrallarga ega bo’ladi
oY) +iy(xy) =Cp, o(x,y)-iy(xy)=C,.
Demak, Uy, + 8uyy+7uyy, +3u, — 2u, +u+x =0
a,;, =1, a;, = 4, a,, = 7 tenglama koeffisiyentlari. A= a?,, — a;;a,,

ifodaning kiymatini hisoblaymiz. A =9 > 0, demak tenglama giperbolik tipga
tegishli. (9) xarakteristik tenglamani yechamiz. %:13 X-y=c, Z—iz? = 7X-y=¢C
Umumiy integrallardan birini & va ikkinchisini n bilan quyidagicha E=x-y, n=7x-y
belgilab, (4) formulaga qo’yamiz
Uy=ug +7u,
Uy =—Us —Uy,
Uyy=Uge + 14ug, + 49u,,
Uny=—Ugg — BUgy — Ty
Uyy=Usg + 2Ugy + Uy
Topilgan ifodalarni yuqoridagi tenglamaga olib borib qo’yamiz.
Uge + 1dug, + 49Uy, —8uss — 64usy — 56U, +7uss + 14 + 7up, +3us +
21uy + 2us+2u, +u+x =0,
soddalashtirsak
=50ugy + 23u, + Sus +u+x =0
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Bu yerda (12) ga ko’ra
Fi(&,nuug,upy) = (23u, + Sug +u + x)
Belgilasak
50ug, = Fy (&1, u,ug uy)
Demak, bu tenglamamiz giperbolik tenglamalarning 1-tur kanonik shakli deyiladi.
Endi bu
2Uyy + 2Uyy — 2Uy, Uy, + 2U,, =0

Demak tenglamamizni quyidagicha umumiy ko’rinishda yozishimiz mumkin

n —_
z. 1,ukuykyk +é(yv.uuy,..,u, ) =0 (13)
1=

Ikkinchi tartibli differensial tenglamaning aralash hosilalar gatnashmagan (13)
ko’rinishi, odatda uning kanonik ko’rinishi deyiladi.

Agar barcha y;, = 1 yoki barcha y;, = —1, k = 1,2, ...,n bo’lsa, ya’ni Q forma
mos ravishda musbat yoki manfiy aniglangan (definit) bo’lsa, berilgan tenglama x €
1 nugta elliptik tipdagi yoki elliptik tenglama deyiladi.

Agar u; koeffitsientlardan bittasi manfiy, qolganlari musbat (yoki aksincha)
bo’lsa, berilgan tenglama x € {2 nuqgtada giperbolik tenglama deyiladi.

Agar u,, koeffitsientlardan bittasi nolga teng, qolganlari noldan fargli va bir xil
ishorali bo’lsa berilgan tenglama x € (2 nuqtada parabolik tenglama deyiladi.

) sohaning turli gismida berilgan tenglama xar har xil tipga tegishli bo’lsa, bunday

tenglamaga aralash tipdagi tenglama deyiladi.

Misolimizni yechishda quyidagi 4; = u, , A, = u,, , A3 = u, belgilashlardan
foydalanaylik.
Q(Ay, Ay, A3) = 20,2 + 2244, — 2445 + A, + 22,° =
=+ )2+ (A — )2+ 152
=M +A), &= —A3), &3=43
ya’ni

M =8+8, =8 —-83-8, A3=4E;
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almashtirishdan foydalansak,

Q formani kanonik ko‘rinishga keltiradi: Q(A;,1,,A3) = &% + &% + &2

Shunday qilib,
0o 1 1
M = (1 -1 —1)
0 0 1

M matrisali quyidagi xosmas affin almashtirishlari
M=+, L=88-8-8 A3=4§
Berilgan differensial tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiradigan xosmas affin

almashtirishining matrisasi M matrisaga simmetrik bo‘lgan matrisa bo‘ladi:

0 1 O
M*=|11 -1 0
1 -1 1

bu almashtirish quyidagi ko‘rinishgaega: é¢ =y, n=x-y, {(=x—-y+z

Uyx=Ucz + 2Ugp + Upy

Uy=Ugn — Upy — Ugg — 2Ugy + Ugg
Uzy=—Ugg — Ugy + Ugg
Usz=UggTUng
Uyy=Ugg — 2Ugy + Uy Fiigg +2uUgy —2ugg
Uzz=Ugg
Bularni
2Uyy + 2Uyy — 2Uy, + Uy, + 2U,, =0
tenglamaga olib borib qo’ysak,
2Uze + Augy + 2Upy + 2Ugy — 2Upy — 2Uge — AUy H2Usr — 2Ugr—2Upe +
Ugs — 2Ugy + UpptUcr +2Urn —2Ugr + 2Ur=0
Quyidagi
Uge + Ugg + Upy = 0

Kanonik ko’rinishga ega bo’lamiz.

Bundan xulosa gilish mumkunki, berilgan tenglamamiz elliptik tipdaga

tegishli ekan.
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