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Аннотация. Изучена однозначная разрешимость начальной задачи для 

нелинейного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма в частных 

производных третьего порядка с импульсными воздействиями и 

вырожденным ядром. Модифицирован метод вырожденного ядра 

интегрального уравнения Фредгольма второго рода для случая интегро-

дифференциальных уравнений Фредгольма в частных производных третьего 

порядка с учетом импульсных воздействий. Задача сведена к решению 

системы функционально-алгебраических уравнений. После решения системы 

функционально-алгебраических уравнений получено нелинейное 

функционально-интегральное уравнение. Далее, использован метод 
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последовательных приближений в сочетании его с методом сжимающих 

отображений. 

Ключевые слова: Начальная задача, импульсное воздействие, интегро-

дифференциальное уравнение, вырожденное ядро, функционально-

алгебраическая система уравнений, однозначная разрешимость. 
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Annotation. One value solvability of the initial value problem for a nonlinear 

partial Fredholm integro-differential equation of the third order with degenerate 

kernel and impulsive effect is studied. The method of Fredholm integral equations 

of the second kind is modified to the case of partial Fredholm integro-differential 

equations of the third order with impulsive effect. The problem is reduced to solving 

a system of functional-algebraic equations. After solving the system of functional-
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algebraic equations it is obtained the nonlinear functional-integral equation. The 

method of successive approximations combined it with the method of compressing 

maps is used. 

Key words: Initial value problem, impulsive effect, integro-differential 

equation, degenerate kernel, system of functional-algebraic equations, one valued 

solvability.  

 Математическое моделирование многих процессов, происходящих в 

реальном мире, часто приводит к изучению начальных и краевых задач для 

уравнений, имеющих импульсное воздействие. Теория начальных и краевых 

задач для уравнений с импульсными воздействиями в силу ее прикладной 

важности в настоящее время является одним из важнейших разделов теории 

дифференциальных уравнений [1-6]. Представляют большой интерес с точки 

зрения приложений дифференциальные уравнения в частных производных 

высоких порядков с импульсными воздействиями. Сегодня встречаются 

большое количество публикаций, посвященные уравнениям с импульсными 

воздействиями [1-27]. 

 В настоящей работе приводится результаты исследования начальной 

задачи для нелинейного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма 

в частных производных третьего порядка с вырожденным ядром и 

импульсными воздействиями. В данной работе, в отличие от работы [28], 

поставленная задача рассматривается в классе кусочно-непрерывных 

функций, имеющих разрывы первого рода. 

Итак, рассматривается в области T

+    для первой переменной 

, 1,2,...,it t i p =  нелинейное интегро-дифференциальное уравнение 

Фредгольма вида 

2

2

0 0 0

( , ) ( , )
( , ) , ( , ) ( , )

T T
u t x u s x

K t s ds f x H s y u s y dyds
x t s

     
−  =   

     
        (1) 

с начальными условиями относительно обоих переменных 
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1 2(0, ) ( ) , (0, ) ( ) , ,x t xu x x u x x x  += =                          (2) 

( ,0) ( ), Tu t t t=                                             (3) 

и импульсными условиями  

( ) ( ) ( )( ), , , , 1,2,..., ,x k x k k ku t x u t x F u t x k p+ −− = =                        (4) 

( ) ( ) ( )( ), , , , 1,2,..., ,t k t k k ku t x u t x G u t x k p+ −− = =                        (5) 

где ( )( , ) ,f x C +  ,  
1( ) ( ), 1,2,j x C j+ =  

=

=
n

i
ii sbtastK

1

,)()(),(    

0 ( ), ( ) ( ),i i Ta t b s C      ,,0 TT     )0, ,+    −  параметр, 

, 1,2,..., ,kt t k p =  0 1 10 ... ,p pt t t t T+=     =    
0 0

0 ( , ) ,

T

H t x dxdt



     

( ) ( )
0

, lim , ,k ku t x u t x
+

+

→
= +


  ( ) ( )
0

, lim ,k ku t x u t x
−

−

→
= −


  правосторонными и 

левосторонными пределами функции ( , )u t x  в точках kt t= , соответственно.  

 Мы будем оперироваться со следующими банаховыми пространствами: 

пространство ( ),C   непрерывных функций ( , )u t x  с нормой   

( , )

sup ( , ) ;
C

t x

u u t x


=  

линейное пространство кусочно-непрерывных функций  

( ) ( ) , 1, : ; ( , ) , , 1,...,k kPC u u t x C k p+ = →   =  

с нормой 

 
, 1( )

sup , 1,2,..., ,
k kPC C

u u k p
+

= =  

где ( , 1 1, ,k k k kt t +
+ + =   ( ),ku t x+

 и ( ),ku t x−
 ( 0,1,..., )k p=  существуют и 

ограничены; ( ) ( ), ,k ku t x u t x− = .  

 Задача. Найти функцию ( , ) ( , )u t x PC  , которая для всех 

( , ) , , 1,2,...,kt x t t k p  =  удовлетворяет интегро-дифференциальному 
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уравнению (1), начальные условия (2), (3) и для ( , ) , , 1,2,...,kt x t t k p = =  

удовлетворяет и импульсные условия (4), (5). 

 В уравнении (1) сделаем несложную замену ( , ) ( , ).t xu t x t x=   Тогда 

уравнение (1) приобретает более простой вид 

.),(),(,),(),(
),(

0 00













=−




 
TT

sdydysuysHxfdsxsstK
t

xt
    (6) 

 Уравнение (6) рассматривается при соответствующих начальном и 

импульсном условий 

2(0, ) ( ), ,x x x + =                                                (7) 

( ) ( ) ( )( ), , , , 1,2,..., .k k k kt x t x G u t x k p+ −− = =                    (8) 

 С помощью обозначения  

0

( ) ( ) ( , )

T

i ic x b s s x ds=                                        (9) 

уравнение (6) приобретает ещё более простой вид 

1 0 0

( , )
( ) ( ) , ( , ) ( , ) .

Tn

i i

i

t x
a t c x f x H s y u s y d yd s

t



=

 
=   +  

  
    

Пусть функция ( , ) ( , )u t x PC   является решением задачи (1)-(5). 

Область   мы разделим на несколько подобластей 

0,1 1,2 , 1,p p+ =      где ( , 1 1, .k k k kt t +
+ + =   Путем интегрирования 

по t последнее уравнение на каждом из этих подобластей 0,1 1,2 , 1, , , p p+      и 

с учетом условия (0 , ) (0, ),x x+ =   1( , ) ( , )pt x t x−
+ =   получаем 

1 0 0 0

( ) ( ) , ( , ) ( , )

t Tn

i i

i

c x a s d s t f x H y u y dyd



=

 
  +     = 

 
    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1, 0 , , , ... ( , ) ,pt x x t x t x t x t x+ + +     = − + − + + − =
     
       

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2(0, ) , , , , ...x t x t x t x t x+ +   = − − − − − − −
   

      
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( ) ( ), , ( , ).p pt x t x t x+ − − +
 
    

Подчиняя последнее уравнение начальному (7) импульсному (8) условиям, 

получаем 

2

1 0

( , ) ( ) ( ) ( )

tn

i i

i

t x x c x a s d s
=

 =  +  +   

( )( )
00 0

, ( , ) ( , ) , .
k

T

k k

t t

t f x H y u y dyd G u t x



 

 
+     + 

 
                         (10) 

 Для определения временной неизвестной функции ( )ic x , подставляем 

представление (10) в обозначение (9) и имеем функциональную систему 

2

10 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T sn

i i j j

j

c x b s x c x a d
=


=  +     +


   

  ( )( )
00 0

, ( , ) ( , ) , .
k

T

k k

t s

s f x H y u y dyd G u t x ds



 

 
+     +  

  
               (11) 

 Примем обозначение 

1 2 3

0 0

( ) ( ) , ( ) ( ) ( , ) ( , ), , 1,..., ,

T s

ij i j i i i i kA b s a d ds B x B x B x u B x u i j n=   = + + =   

where  

1 2

0

( ) ( ) ( ) ,

T

i iB x x b s ds=    

2

0 0 0

( , ) , ( , ) ( , ) ( ) ,

T T

i iB x u f x H y u y dyd s b s ds

 
=     

 
    

( )( )3

00

( , ) ( ) , .
k

T

i k i k k

t s

B x u b s G u t x ds
 

=   

Тогда из (11) получаем в упрощенной форме следующую систему 

функционально-алгебраических уравнений (СФАУ) 

1

( ) ( ) ( ) , 1,..., .
n

i ij j i

j

c x A c x B x i n
=

−  = =                          (12) 
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 СФАУ (12) однозначно разрешима при любых конечных ( )iB x ,  если 

выполняется следующее условие Фредгольма 

.0

1...

............

...1

...1

)(

21

22212

12111



−−−

−−−

−−−

=

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

                         (13) 

 Рассмотрим такие значения ,  при которых выполняется условие (13). 

Тогда решения СФАУ (12) записываются в виде 

1 2 3( , ) ( , , ) ( , , )
( ) , 1,..., ,

( )

i i i k
i

x x u x u
c x i n

  +   +  
= =

 
               (14) 

где  

11 1( 1) 1 1( 1) 1

21 2( 1) 2 2( 1) 2

1 ( 1) ( 1)

1 ... ( ) ...

... ( ) ...
( , ) ,

... ... ... ... ... ... ...

... ( ) ... 1

i j i n

i j i n

ji

n n i jn n i nn

A A B x A A

A A B x A A
x

A A B x A A

− +

− +

− +

−  − − −

− − − −
  =

− − − − 

 

1,2,3.j =  

 Подставляя это решение (14) СФАУ в представление (10), имеем 

следующее уравнение 

1 2 3
2

1 0

( , ) ( , , ) ( , , )
( , ) ( ) ( )

( )

tn
i i i k

i

i

x x u x u
t x x a s ds

=

  +   +  
 =  +  +

 
   

( )( )
00 0

, ( , ) ( , ) , .
k

T

k k

t t

t f x H y u y dyd G u t x



 

 
+     + 

 
                     (15) 

 Теперь уравнение (15) записываем в следующем виде   

2 1 2

0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) , ( , ) ( , )

T

t xu t x x t t f x H y u y dyd

 
=   +     + 

 
   

( )( )3

1 00

( , , )
( ) , ,

( )
k

tn
i k

i k k

i t t

x u
a s ds G u t x

=  

 
+ +

 
                              (16) 

где  
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1 2
1 2

1 10 0

( ) ( )
( ) 1 ( ) , ( ) ( ) ,

( ) ( )

t tn n
i i

i i

i i

t a s ds t t a s ds
= =

   
 = +   = + 

   
    

11 1( 1) 1 1( 1) 1

21 2( 1) 2 2( 1) 2

1 ( 1) ( 1)

1 ... ...

... ...
( ) , 1,2,

... ... ... ... ... ... ...

... ... 1

i j i n

i j i n

ji

n n i jn n i nn

A A B A A

A A B A A
j

A A B A A

− +

− +

− +

−  − − −

− − − −
  = =

− − − − 

   (17) 

1 2

0 0

( ) , ( ) , 1,..., .

T T

i i i iB b s ds B s b s ds i n= =  =   

Отсюда, с учетом условий (2) и (4) интегрируем уравнение (16) по t  в каждом 

из подобластях 0,1 1,2 , 1, , , p p+      и с учетом условий (0 , ) (0, ),u x u x+ =  

1( , ) ( , )pu t x u t x−
+ = , получаем 

1 2 1 2

0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) , ( , ) ( , ) ( )

T

xu t x x x q t f x H y u y dyd q t

 
=  + +    + 

 
   

( )( ) ( )( )3
3

1 0 0

( , , )
( ) , , ,

( )
k k

n
i k

i k k k k

i t t t t

x u
q t s G u t x F u t x

=    

 
+ +  +

 
               (18) 

где 
3

0 0

( ) ( ) , 1,2, ( ) ( ) ( ) , 1,..., .

t t

j j i iq t s ds j q t t s a s ds i n=  = = − =    

Теперь уравнение (18) интегрируем по х : 

2

0 0 0

( , ) ( , ; ) ( , ) ( ) , ( , ) ( , )

x T

u t x t x u t x q t f y H z u z dzd dy

 
=   +    + 

 
    

( )( ) ( )( )3
3

1 0 00 0 0

( , , )
( ) , , ,

( )
k k

x x xn
i k

i k k k k

i t t t t

y u
q t dy s G u t y dy F u t y dy

=    

 
+ +  +

 
       (19) 

где 

( )1 2 1

0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

x

t x t y y q t dy = +  +   

 Теорема. Пусть выполняются условия (13) и  
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1). 
1

0

sup ( , ) ;

x

x

M f y u dy
+

=    

2). ( )( )2

0

sup , ,

x

k k k
x

M F u t y dy
+

=    ( )( )3

0

sup , , 1,..., ;

x

k k k
x

M G u t y dy k p
+

=   =  

3). 1 2 1 1 2 1( , ) ( , ) ( ) , 0 ( ) ( );f х u f х u L х u u L х C +−  −    

4). 1 2 2 1 2 2( ) ( ) ( ) , 0 ( ) ( ), 1,..., ;k k k kF u F u L х u u L х C k p+−  −   =  

5). 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) , 0 ( ) ( ), 1,..., ;k k k kG u G u L х u u L х C k p+−  −   =  

6). 1, где   определяется из (24) внизу. 

 Тогда в области   существует единственное решение начальной 

импульсной задачи (1)-(5). 

 Доказательство. Рассмотрим следующий итерационный процесс для 

уравнения (19) 

0

1

( , ) ( , ),

( , ) ( , ; ), 0,1,2, ...m m

u t x t x

u t x t x u m+

=


=  =
                              (20) 

Для нулевого приближения из (20) имеем оценку 

( )0 1 0 2
( , )

0

( , ) sup ( , ) max ( ) sup ( ) ( ) ,
T

x

tt x x

u t x t x t y y dy
+ 

    +  +       (21) 

где 

1

0 1 1

10 0 0

( )
max ( ) max ( ) max 1 ( ) ,

( )T T T

t t sn
i

i
t t t

i

q t s ds a d ds
  

=

 
 =    +     

 
    

1 ( )i   определяется из (17). 

Для первой разности приближения (20) получаем оценку 

1 0 2 0

0 0 0

( , ) ( , ) ( ) , ( , ) ( , )

x T

u t x u t x q t f y H z u z dzd dy

 
−     + 

 
    

( )( ) ( )( )3 0
3 0 0

1 0 00 0 0

( , , )
( ) , ,

( )
k k

x x xn
i k

i k k k k

i t t t t

y u
q t dy T G u t y dy F u t y dy

=    

 
+  + + 

 
        
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1
1 1 2 2 3

1 1

( )

)
 ,

(

p n
i

i k k

k i

M T M M
= =

   
  + +   +    

    
                   (22) 

где 

2

1 2 2

10 0 0

( )
max ( ) max ( ) max ( ) ,

( )T T T

t t sn
i

i
t t t

i

q t s ds s a d ds
  

=

 
 =    +     

 
    

2 3max ( ) ,
T

i i
t

q t


 =  
2 2

0

( ) ( ) ,

t

q t s ds=  2 ( )i   определяется из (17), 

 
3

0

( ) ( ) ( ) ,

t

i iq t t s a s ds= −  2
2

1 0

( )
( ) ( ) , 1,..., .

( )

tn
i

i

i

t t a s ds i n
=

 
 = +  =

 
   

 

Далее, для произвольной разности последовательных приближений (20) имеем 

1 2 1 1

0 0 0

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )

x T

m m m mu t x u t x q t L y dy H z u z u z dzd



+ +−     −   +    

1
3 3 1

1 10

( )
( ) ( ) ( , ) ( , )

( )

x pn
i

i k m k m k

i k

q t L y u t y u t y dy+

= =

 
+  − +

 
   

 2 3 1

10

( ) ( ) ( , ) ( , ) .

x p

k k m k m k

k

L y T L y u t y u t y dy+

=

+ +  −  

Отсюда имеем, что справедлива оценка 

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,m m m mPC PC
u t x u t x u t x u t y+ −−    −                 (23) 

где 

1 3 1

0

sup ( )

x

x

L y dy
+

 =   +  

 1
2 3 2 3

1 1 10 0

( )
sup ( ) sup ( ) ( ) ,

( )

x xp pn
i

i k k k
x xi k k

L y dy L y T L y dy
+ + = = =

 
+   + + 

 
        (24) 

3

0 0

( , ) ,

T

H t x dxdt



 =    
1 ( )i   определяются из (17). 
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 Из оценок (21)-(23) следует, что оператор в правой части (19) является 

сжимающим. Следовательно, в области   начальная импульсная задача (1)-

(5) имеет единственное решение. 
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