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Annotatsiya: Ushbu maqolada trigonometrik tengsizliklar  vektor
tushinchalari yordamida isbotlangan. Har ganday uchburchak ichki burchaklari
kosinuslarining eng katta giymati hamda shu uchburchak ikkilangan ichki
burchaklari kosinuslari yig’indisining eng kichik qiymatlari aniglangan.

Kalit so’zlar: vektor, ikkilangan burchak ko’sinuslari va sinuslari, gqavariq
to’rtburchak, garama — garshi tomonlar, ichki va tashqi chizilgan aylanalar,
to’rtburchak ichki burchaklari kosinuslari.

Ma’lumki, trigonometrik yoki algebraik tengsizliklarni isbotlashda ko’pincha
aynan bir jarayonni bir necha marta takrorlashga yoki bir necha marta belgilashlarga
to’g’ri keladi. Shu bosqichlardan to’g’ridan — to’g’ri o’tishda vektor tushinchasining
tadbiglari ko’pincha samarali natijalar beradi. Jumladan, quyidagi masalarni
keltirish mumkin.

1-masala. Agar berilgan A,B,C burchaklar uchun A+B+C=180" bo’lsa,
cosA+cosB +cosC < g tengsizlik o’rinli ekanligini isbotlang.

Isbot. O nugta ABC uchburchakka ichki chizilgan aylana markazi, A,B,,C,

lar esa shu aylananing uchburchak tomonlariga urinish nuqtalari bo’Isin. U holda
OA,0B,,0C, vektorlar yig’indisi

OA +OB, +OC, = x
bo’lsin. Agar, ABC uchburchak teng tomonli bo’lsa, x=0 bo’ladi [1], aks holda

_2 p—
X >0. Bundan esa

(OA +0B, +0C,)*>0
oxirgi tengsizlikning har ikkala tomonini kvadratlarga ko’taramiz. Bunda
‘OAI‘ :‘OBl‘ :‘OCl‘ =R ekanligini unutmaslik kerak. U holda,

3R? + 2R*[cos(B,OC,) + cos(C,0A) + cos(AOB,)| >0

Bu yerda, cos(BOC,)=-cosA dir chunki, OB, va OC, vektorlar radius vektor

sifatida AB va BC tomonlarga perpendikulyar.
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U holda Z(AB,O) = Z(AC,0)=90° bo’lib, ZA+2-90° + £(B,0C,) =360°, bundan
esa Z(B,0OC,) =180° — ZA. Oxirgi tengsizlikni har ikki tomonini kosinuslasak,

cos(£(B,0C,)) =cos(180° — ZA) =—cos A kelib chigadi. Huddi shu usulda
cos(£(C,0A)) =—cosB, cos(AOB,) =—cosC larni keltirib chigarish mumkin.

U holda 3R? —2R?(cos A+cosB +cosC)>0 cosA+cosB+cosC < g kelib chigadi.

Natija. Agar A B,C lar ixtiyoriy uchburchakning ichki burchaklari bo’lsa, u holda
har ganday uchburchak ichki burchaklari kosinuslari yig’indisi doimo 1,5 dan
kichikdir degan xulosaga kelamiz.

Bu masaladan foydalanib, quyidagi masalani osongina yechish mumkin. Agar

uchburchak ichki burchaklari A, B,C ikkilantirilsa, cosZA+cosZB+cosZC2—g va

uchburchak tomonlari a,b,c lar uchun a®+b’+c*<9R’ tengsizliklar o‘rinli
bo’lishini isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, |AB|=c,|BC|=a,|AC|=b shuningdek, R-tashqgi hizilgan
aylana radiusidir. Odatdagidek, O nuqta tashqgi chizilgan aylana markazi va
04 -8 -

=R bo’lsin. Ma’lumki, uchburchkka tashqi chizilgan aylana

markazi, uning o’rta perpendikulyarlari kesishgan nuqtada bo’ladi [2],[3].

OA=0B ekanligidan, /A=/B bo’lib,
ZAOB + ZOAB + ZABO =180° = ~AOB =180° — 2- ZABO
cos(BOA) =cos(180° —(AOB)  kelib chigadi. Demak, cos(BOC)=cos2A,
cos(COA) =cos2B, lar o’rinlidir.
OA, OB va OC radius vektorlar yig’indisi

OA+0OB+0C = x
bo’lib, x=0 dir. Agar ABC uchburchak muntazam bo’lsa, X=0 bo’ladi. Oxirgi
tenglamani kvadratga ko’taramiz va munosabatga ko’ra X >0 dir.
U holda (OA+OB+0OC)?>0 ekanligidan
3R? + 2R*[cos(BOC) + cos(COA) + cos(AOB) | >0
hamda yuqoridagi munosabatlarni e’tiborga olsak,
3R* + 2R*(cos2A+€0s2B +c0s2C) >0

C0S2A+c0s2B+c0s2C > —g

kelib chigadi. Keltirilgan munosabatlardan quyidagi ajoyib natija kelib chigadi.
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Natija. Xar ganday uchburchak ichki burchaklari kosinuslarining eng katta giymati
1.5 bo’lsa, shu uchburchak ikkilangan ichki burchaklari kosinuslari yig’indisi
hamisha -1.5 dan kattadir. Endi
a’ +b’ +c* <9R?

ni isbotlaylik. Ikkilangan burchak kosinuslari

cos2A=cos’ A—sin® A=1-2sin’* A

c0s2B =cos’ B —sin’ B=1-2sin’B

c0s2C =cos’C —sin®C =1—-2sin’C
hamda ikkilangan burchak sinuslari sin2A, sin2B, va sin2C  ABC
uchburchakning ichki burchaklari sinuslari bo’lgani uchun hamda sinuslar
teoremasidagi sin A= i,sin B= l,sin C=-"larni etiborga olsak, ya’ni

2R 2R 2R
— a22+1_ b22+ CZZZ—E, a’+b%+c?<9R?

2R 2R 2R 2

Endi shu ikki masalani ixtiyoriy qavariq to’rtburchak uchun tadbiq qilamiz.
3-masala. ABCD ixtiyoriy gavariq to’rtburchak. (O,R) esa unga ichki chizilgan

1

aylana. ABCD qavariq to‘rtburchakning garama-garshi tamonlari kesishishidan
xosil bo’lgan burchaklar /M va £ZN lar bo’lsin.

U holda cosA+cosB+cosC+cosD+cosM+cosN <2 tengsizlikni isbotlaymiz.
Odatdagidek, O ichki chizilgan aylana markazi, A,B,,C,D, lar aylananing
to’rtburchak tamonlariga urinish nuqtalari bo’lsin. U holda xuddi oldingi
masaladagidek OA + OB, + OC, + OD, = x belgilash kiritsak, hamda

OA]-{08] {05 -5 -

e’tiborga olsak, oxirgi munosabatlarni kvadratga ko’tarib
(OA. + OB, +OC, +OD,)* >0
4R® + 2R?[cos( AOB, ) +cos(B,OC, ) + cos(C,0D, ) +
+cos( D,0A ) +cos(AOC, ) +cos(D,OB, ) >0
yuqorida ko’rdikki
cos(AOB,) =—cos A, cos(B,0C,)=-cosB,
cos(C,0D,) =—cosC, cos(D,0A ) =—cosD.

Bu munosabatlarni o’rinlariga qo’ysak,
AR’ +2R*(—cos A—cosB —cosC —cosD —cosM —cosN) >0

cos A+cosB+cosC+cosD+cosM +cosN < 2.
Tengsizlik isbotlandi.
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